
Doument 4 (Mâ�trise d'Informatique, UM 5, 2001-2002) 1Temps logique0.1 Ordre partiel et ausalit�eRelation est arriv�e avant (du point de vue d'un observateur interne au syst�eme, i.e. un pro-essus) : relation d'ordre partiel sur l'ensemble des �ev�enements se produisant dans le syst�eme (en'est g�en�eralement pas une relation d'ordre total).Leslie Lamport : Time, Cloks and the Ordering of Events in a Distributed System (Commu-niations of the ACM, juillet 1978, vol.21, nÆ 7, p. 558-565), puis Fidge et Mattern en 1989.0.1.1 RappelUne relation d'ordre (partiel) R sur un ensemble E est une relation binaire sur E qui est �a lafois r�eexive, antisym�etrique et transitive. Deux �el�ements x et y de E sont dit omparables selonR si (xR y) ou (yR x). Dans le as ontraire, ils sont dits inomparables, e qu'on note x j y. Unerelation d'ordre (partiel) pour laquelle tous les �el�ements de E sont omparables 2 �a 2 est appel�eerelation d'ordre total.0.1.2 Ex�eution d'un programme parall�ele et �ev�enementsEx�eution d'un programme parall�ele � ensemble (partiellement) ordonn�e d'�ev�enements : larelation d'ordre d�erit les rapports de << ausalit�e >> entre es �ev�enements.�Ev�enements onsid�er�es : ommuniations (�emissions et r�eeptions de message) et �eventuellementdes �ev�enements loaux (i.e. �ev�enements n'induisant pas de ommuniation). Le fait de prendre enompte tel ou tel �ev�enement d�epend de e que l'on souhaite observer en ours d'ex�eution.0.1.3 Relation ! (est arriv�e avant)La relation est arriv�e avant, not�ee !, sur l'ensemble E des �ev�enements pris en ompte dansl'ex�eution d'un programme parall�ele est la relation d'ordre partiel d�e�nie omme suit. Soit a et bdeux �el�ements de E :�1 : ausalit�e intra-proessus Si a et b sont des �ev�enements d'un même proessus et si a = bou si a se produit stritement avant b au ours de l'ex�eution de e proessus, alors a! b.�2 : ausalit�e inter-proessus Si a est l'envoi d'un message par un proessus et b la r�eeptionde e message par un autre proessus, alors a! b.En termes de ausalit�e, un �ev�enement a peut inuener un �ev�enement b si et seulement sia ! b. Deux �ev�enements a et b sont dits << onurrents >> s'ils ne sont pas omparables selon larelation ! (on note souvent ela : a jj b, par analogie ave la notation a j b et pour insister surl'ind�ependane ausale des �ev�enements). Auun des deux ne peut inuener l'autre, autrement dit :non (a ! b) et non (b ! a).Le temps logique d�e�ni par la relation ! onstitue une << approximation >> du temps physiqueglobal, onservant deux de ses propri�et�es essentielles, et deux seulement, qui peuvent s'exprimerainsi : vitesse stritement positive d'ex�eution des proessus (f. �1) et vitesse stritement positivede transfert des messages (f. �2). Autrement dit, le temps logique s'�eoule et il s'�eoule dans lemême sens que le temps physique global, mais on ne peut en dire davantage.Le temps logique onstitue la <<meilleure approximation >> du temps physique global pouvantêtre per�ue par un observateur interne �a un syst�eme distribu�e, i.e. un proessus (sauf hypoth�esespartiuli�eres).0.2 Diagramme espae-tempsQuand on onsid�ere un diagramme espae-temps, a ! b si et seulement si a = b ou si onpeut aller de a �a b en se d�epla�ant << vers l'avant >>, 'est-�a-dire le long d'axes orrespondant �a la



Doument 4 (Mâ�trise d'Informatique, UM 5, 2001-2002) 2progression de proessus et le long de �ehes repr�esentant des transferts de messages.Sur un diagramme espae-temps, on ne repr�esente pas e qui peut être retrouv�e par transitivit�e.0.3 Horloges logiques de LamportLa d�e�nition de la notion d'horloge logique fait abstration de toute notion de proessus et deprogramme parall�ele pour ne onsid�erer que des ensembles d'�ev�enements. Reste ensuite �a la mettreen �uvre.0.3.1 D�e�nitionUne horloge logique de Lamport � sur un ensemble partiellement ordonn�e (E;!) d'�ev�enementsest une fontion totale quelonque de E vers l'ensemble N des entiers naturels muni de sa relationd'ordre habituelle �, qui v�eri�e :8e 2 E; e0 2 E distints : e ! e0 =) �(e) < �(e0) (1)L'entier �(e) est appel�e date logique de Lamport de l'�ev�enement e.0.3.2 Remarque apitaleAttention, Lamport n'impose pas que :8e 2 E; e0 2 E distints : �(e) < �(e0) =) e ! e0 (2)En ne satisfaisant pas ette derni�ere relation, la notion d'horloge logique de Lamport permetsimplement d'aÆrmer, sur la base d'une relation non (�(e) < �(e0)), qu'un �ev�enement e n'est pasarriv�e avant un �ev�enement e0, autrement dit qu'on a : non (e ! e0).Cette limitation des horloges de Lamport tient au fait que la relation ! n'est pas en g�en�eralune relation d'ordre total, alors que la relation d'ordre habituelle � sur les entiers naturels enest une : l'ensemble ordonn�e (E; !) est n-dimensionnel tandis que l'ensemble ordonn�e (N; �) estmono-dimensionnel. Une horloge logique de Lamport introduit don une perte d'information enmati�ere de temps logique : la relation � ne peut en g�en�eral pas re�eter exatement la relation !.Pour rem�edier �a ette limitation, Fidge et Mattern ont d�e�ni, en 1989, une autre notion d'hor-loge logique �a valeurs dans Nn (n �etant le nombre de proessus du programme parall�ele) permettantaux proessus de situer, exatement ette fois, en termes d'ordre partiel, les �ev�enements auxquelsils partiipent : pour e type d'horloge, des relations analogues aux relations (1) et (2) i-dessussont v�eri��ees (elles sont r�eunies en la relation (3) i-apr�es). Si bien que deux �ev�enements sontonurrents si et seulement si leurs dates logiques de Fidge et Mattern ne sont pas omparablesselon la relation d'ordre qu'ils onsid�erent sur l'ensemble Nn (voir i-apr�es). L'horloge logique deFidge et Mattern n'introduit auune perte d'information en mati�ere de temps logique.0.3.3 Conditions �a respeter pour une mise en �uvreRattahons maintenant la notion d'horloge logique de Lamport �a elles de proessus et deprogramme parall�ele. Consid�erons l'ensemble E des �ev�enements que onstitue l'ex�eution d'unprogramme parall�ele omprenant n proessus P1; : : : ; Pn. Notons Ei l'ensemble des �ev�enementsd'un proessus Pi au ours de ette ex�eution. On a : E = Sni=1 Ei. Assoions �a tout proessus Piune fontion totale Ci de Ei vers N (fontion qu'on pourra implanter �a l'aide d'une variable loalede type entier). Sur ette base, on peut d�e�nir la fontion totale suivante C de E vers N :8i 2 f1; : : : ; ng; 8e 2 Ei : C(e) = Ci(e)Mais peut-on �enoner une ondition suÆsante simple pour que la fontion C soit une horlogelogique de Lamport sur l'ensemble E ?



Doument 4 (Mâ�trise d'Informatique, UM 5, 2001-2002) 3La r�eponse positive r�eside dans l'�enon�e suivant : la fontion C est une horloge logique si elleposs�ede les deux propri�et�es suivantes (d�emonstration imm�ediate) :�1 : prise en ompte de �1 Pour tout ouple (a; b) d'�ev�enements appartenant �a un mêmeensemble Ei, autrement dit onernant un même proessus Pi, et tels que a se produisestritement avant b au ours de l'ex�eution de Pi, on a : Ci(a) < Ci(b).�2 : prise en ompte de �2 Pour tout ouple (a; b) d'�ev�enements tels que a soit l'�emissiond'un message par un proessus Pi et b sa r�eeption par un proessus Pj, on a : Ci(a) < Cj(b).Cette proposition peut être reformul�ee ainsi : la fontion C est une horloge logique de Lamportsi, lorsqu'on parourt vers l'avant un diagramme espae-temps, les dates logiques des �ev�enementsrenontr�es sont stritement roissantes. Formul�ee enore di��eremment, et tr�es informellement, etteproposition devient : C est une horloge logique de Lamport si elle est << ompatible >> ave lesrelations de ausalit�e : la date logique de Lamport d'une ause est stritement ant�erieure �a ellede son e�et.0.3.4 Mise en �uvreLa question qui se pose maintenant est elle-i : peut-on impl�ementer une horloge logique deLamport ? Ii enore, la r�eponse est positive et r�eside dans le << protoole >> suivant.Chaque proessus Pi dispose d'une variable enti�ere hi de valeur intiale quelonque (en pratique,on hoisit g�en�eralement 0) et :Mise en �uvre de �1 : ausalit�e intra-proessus Pi inr�emente hi (en pratique, on hoisitg�en�eralement une inr�ementation de 1) entre deux �ev�enements suessifs quelonques,l'inr�ementation ne g�en�erant auun �ev�enement (en pratique, on peut par exemple hoisirde programmer une inr�ementation juste apr�es haque �ev�enement).Mise en �uvre de �2 : ausalit�e inter-proessus Lors de l'�emission d'un message, Pi ajouteau ontenu de e message une estampille (<< timestamp >>) portant la valeur ourante de savariable hi.Lors de la r�eeption d'un message d'estampille val, Pi teste si val0 > val, val0 �etant la valeurourante de sa variable hi, et si e n'est pas le as, Pi a�ete �a hi une valeur stritementsup�erieure �a val (en pratique, on hoisit g�en�eralement la valeur val + 1), l'ex�eution del'instrution onditionnelle orespondante ne g�en�erant auun �ev�enement. L'�ev�enement or-respondant �a la r�eeption du message est suppos�e survenir juste �a l'issue de l'ex�eution deette instrution onditionnelle. Remarque : si on a d�eid�e que toutes les inr�ementations ef-fetu�ees seront des inr�ementations de 1 et qu'une inr�ementation sera faite juste apr�es haque�ev�enement, on peut << fusionner >> l'instrution onditionnelle et ette inr�ementation ; ainsi,lors de la r�eeption du message, Pi a�etera �a sa variable hi la valeur max (val; val0) + 1et l'�ev�enement orrespondant �a ette r�eeption sera suppos�e survenir juste �a l'issue del'ex�eution de ette a�etation.La date logique C(a) = Ci(a) d'un �ev�enement a onernant un proessus Pi est alors donn�eepar la valeur de la variable hi de Pi au moment o�u survient et �ev�enement.0.4 Horloge logique de Fidge et Mattern0.4.1 NotationsOn onsid�ere un programme parall�ele omportant n proessus not�es P1; : : : ; Pn.Soit I l'ensemble des num�eros des proessus. Soit E l'ensemble des �ev�enements jug�es signi�-atifs (toutes les �emissions et toutes les r�eeptions, et �eventuellement ertains �ev�enements loaux)survenant au ours d'une ex�eution de e programme. Soit Ei l'ensemble des �ev�enements surve-nant sur le proessus Pi. Soit �(e) (� pour << num�ero de proessus >>) le num�ero i du proessussur lequel s'est produit l'�ev�enement e. Soit J(e) (J pour << jusqu'�a >>) l'ensemble �ni d'�ev�enements



Doument 4 (Mâ�trise d'Informatique, UM 5, 2001-2002) 4fe0 2 E j e0 ! eg qui onstitue le << pass�e logique >> (en y inluant l'�ev�enement lui-même) d'un�ev�enement e. En e�et, outre e, e << pass�e logique >> est onstitu�e de l'ensemble des �ev�enementsqui ont pu inuener e. Soit Ji(e) l'ensemble J(e) \ Ei, pour tout num�ero i.Soit Nn = f(x1; : : : ; xn) j 8i 2 I : xi 2 Ng l'ensemble des n-uplets d'entiers naturels. Pour touti de I , la ie omposante d'un �el�ement x de Nn est not�ee xi. Pour tout x et tout y de Nn , on notesupn (x; y) l'�el�ement z de Nn d�e�ni par : 8i 2 I : zi = max (xi; yi). Pour tout x de Nn et tout ide I , on note +1i (x) l'�el�ement y de Nn d�e�ni par : (yi = xi + 1) et (8j 2 I; j 6= i : yj = xj).Pour tout ensemble �ni Y , le nombre d'�el�ements (ardinal) de Y est not�e jY j. Soit Y et Y 0 deuxensembles : Y 0 � Y signi�e que Y 0 est stritement inlus dans Y (et di��ere don de Y ) et Y 0 � Ysigni�e que Y 0 est soit stritement inlus dans Y soit �egal �a Y .0.4.2 Ordre partiel sur les n-uplets d'entiers naturelsSoit <n la relation binaire sur Nn telle que pour tout ouple (x; y) d'�el�ements de Nn :(x <n y) , (9i 2 I : xi < yi) et (8j 2 I : xj � yj)Alors la relation binaire �n sur Nn telle que pour tout ouple (x; y) d'�el�ements de Nn : (x �ny) , (x <n y) ou (x = y) est une relation d'ordre partiel sur Nn (on v�eri�era ais�ement qu'ellen'est pas totale quand n > 1).0.4.3 Horloge logique de Fidge et MatternL'horloge logique de Fidge et Mattern est la fontion totale ' de E vers Nn qui �a tout �ev�enemente de E assoie le n-uplet d'entiers naturels ' (e) tel que :8i 2 I : ' (e)i = jJi (e)jL'entier ' (e) est appel�e date logique de Fidge et Mattern de l'�ev�enement e.0.4.4 Propri�et�es de l'horloge logique de Fidge et Mattern8e 2 E; e0 2 E distints : e ! e0 () ' (e) <n ' (e0) (3)Ainsi, deux �ev�enements sont onurrents si et seulement si leurs dates logiques de Fidge etMattern ne sont pas omparables selon la relation <n.L'horloge logique de Fidge et Mattern n'introduit auune perte d'information en mati�ere detemps logique. C'est un isomorphisme entre les ensembles ordonn�es (E; !) et (Nn ; �n), tous deuxn-dimensionnels. C'est pr�eis�ement e qu'exprime la relation (3).0.4.5 Mise en �uvreOn dote haque proessus Pi d'un tableau d'entiers hi[1 : n℄ dont les n �el�ements sont initia-lement nuls et :Causalit�e intra-proessus : f. �1 Juste avant haque �ev�enement, Pi a�ete la valeur +1i(T ) �ason tableau Hi, o�u T est la valeur ourante de Hi, l'ex�eution de ette instrution ne g�en�erantauun �ev�enement.Causalit�e inter-proessus : f. �2 Lors de l'�emission d'un message, Pi ajoute au ontenu dee message une estampille portant la valeur ourante de son tableau Hi.Lors de la r�eeption d'un message d'estampille E, Pi a�ete �a son tableau Hi la valeursupn (E; T ), o�u T est la valeur ourante de Hi, l'ex�eution de ette instrution ne g�en�erantauun �ev�enement. L'�ev�enement orrespondant �a la r�eeption du message est suppos�e survenir�a l'issue de la mise �a jour de Hi. Mais il ne faut pas oublier que juste avant haque �ev�enement,



Doument 4 (Mâ�trise d'Informatique, UM 5, 2001-2002) 5il faut a�eter �a Hi la valeur +1i (T ). On peut don << fusionner >> les deux instrutions enune a�etation �a Hi de la valeur supn (E; +1i (T )), l'�ev�enement orrespondant �a la r�eeptiondu message �etant suppos�e survenir �a son issue.La date logique d'un �ev�enement onernant un proessus Pi est alors donn�ee par la valeur dutableau Hi de Pi au moment o�u survient et �ev�enement.


